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BAB 1 
INTEGRAL 

 
A. Anti Turunan (Integral Tak-Tentu) 

 Jika anda mengenakan sepatu anda, anda dapat melepasnya lagi. Operasi 

yang kedua menghapuskan yang pertama, mengembalikan sepatu pada posisi 

semula. Dikatakan dua operasi tersebut adalah operasi balikan (invers). Kita 

telah mengkaji pendiferensialan (turunan) pada mata kuliah Kalkulus I, 

selanjutnya sekarang ini kita mempelajari balikan (invers) dari pendiferensialan, 

yang disebut anti pendiferensialan (anti turunan). 

 
Definisi  

F disebut suatu anti turunan dari f pada selang I jika F’(x) = f(x) untuk 

semua x dalam I. (Jika x suatu titik ujung dari I, F’(x) hanya perlu 

berupa turunan satu sisi). 

 
Contoh  

Tentukan suatu anti turunan dari fungsi f(x) = 4x3 pada (-~, ~) 

Jawab : Dari pengalaman kita dalam pendiferensialan, kita peroleh bahwa fungsi 

F yang memenuhi F’(x) = f(x) = 4x3 untuk semua x riil adalah F(x) = x4 + C, 

dengan C konstanta sebarang. Jadi F(x) = x4 + C merupakan suatu anti turunan 

dari f(x) = 4x3 pada (-~, ~), lihat Gambar 1 berikut.  

      y                      y = x4 + 1  

            y = x4 

            y = x4 -2  

           y = x4 – 5/2 

 

 

                x 

 

Gambar 1 

 

Untuk menunjukkan anti turunan terhadap x digunakan lambang ∫ ……… dx. 

Demikian kita dapat menuliskan : 

     ∫ 4x3 dx = x4 + C  
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Perhatikan bahwa  Dx ∫ 4x3 dx = Dx (x4 + C) = 4x3, dan secara umum dinyatakan  

Dx ∫ f(x) dx = f(x). 

 
Latihan Soal 
 
Tentukan 3 (tiga) fungsi yang berbeda, kemudian masing-masing anda tentukan 

anti turunannya menurut definisi di atas, kemudian gambarlah grafiknya! 

Tulis jawaban anda pada lembar berikut! 
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 Teorema 1 

  Jika r adalah sebarang bilangan rasional kecuali -1, maka    
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Contoh  

Tentukan anti turunan dari f(x) = x2/3 

Jawab :  

  CxC
x

dxx 
3/5

3/5
3/2

5

3

3

5
 

 

Latihan Soal 

Tentukan anti turunan dari fungsi berikut menurut teorema di atas! 

27 )(.4)(.3)(.2)(.1 5

4

4

3


 xxfxxfxxfxxf  

Tulis jawaban anda pada lembar berikut! 
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   CxdxxdanCxdxx sincoscossin
Teorema 2 

 

Bukti : Turunkan ruas kanan dari masing – masing bentuk tersebut, coba anda 

lakukan ! 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

Teorema 3 

Andaikan fungsi f dan g mempunyai anti turunan dan andaikan k suatu 

konstanta . Maka : 

 

 

 

 
Contoh  

Hitung:      dxxxdxxxxdxxx )()3,)52()2,)32()1 2
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Latihan Soal 

Hitung integral berikut: 
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Teorema 4 
 
Andaikan g suatu fungsi yang dapat didiferensialkan dan r suatu    

suatu bilangan rasional yang bukan -1. Maka 

 

    
   

Contoh   

Tentukan:   

  dxxxbdxxxxa cossin.,)23()2(. 92153  

Jawab a : 
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Jawab b : 
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Latihan Soal 
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Kerjakan pada lembar jawab berikut: 
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Berdasarkan Teorema 4, jika ditetapkan bahwa  u = g(x), maka du = 

g’(x) dx sehingga dapat disimpulkan : 
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Contoh  

Tentukan :   ,)1210()3(.,)1(. 4725273 dxxxxxbdxxxa  

Jawab a : 
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Jawab b : 
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Latihan Soal 
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B. Integral Tentu 

 Dalam bagian ini diperkenalkan konsep integral tentu yang didasarkan 

pada konsep luas. Misalkan fungsi f kontinu pada [a, b], f(x) ≥ 0 untuk setiap x 

didalam selang tersebut. Untuk menentukan luas daerah R yang dibatasi oleh 

grafik fungsi y = f(x), garis x = a, garis x = b dan sumbu x , dilakukan dengan 

cara sebagai berikut: 

                   y 

                          y = f(x) 

 

 

 

 

                
                                 a                         xi - 1    xi            b                 x  
Gambar 2 

 
Partisi selang [a, b] menjadi n subselang dengan memilih titik-titik sebarang x0, 

x1, . . . xn yang memenuhi a = x0 < x1 < x2 < . . . < xi-1 < xi < . . . < xn-1 < xn = 

b  dan Δxi = xi – xi-1. Buat jalur-jalur dengan cara menarik garis melalui titik-titik 

tersebut tegak lurus sumbu x dan memotong grafik y = f(x). 

Pilih sebarang titik ci pada [xi-1, xi], kemudian bentuklah persegipanjang-

persegipanjang dengan panjang f(ci) dan lebar ∆xi , maka luasnya f(ci) Δxi . 

Dengan demikian diperoleh jumlah luas persegipanjang-persegipanjang tersebut, 

yaitu : 



n

i

ii xcf
1

)( . 

Luas daerah R adalah : 





n

i

ii
n

xcfL
1

)(lim  dan berdasarkan ini, Riemann 

mendefinisikan integral tentu sebagai berikut :  
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Definisi  :  

 Jika fungsi f didefinisikan pada [a, b], maka integral tentu f dari a ke b 

ditulis 
b

a

dxxf )(  dan didefinisikan 





n

i

ii
n

b

a

xcfdxxf
1

)(lim)(  

Jika limit ini ada maka dikatakan bahwa f terintegralkan pada selang [a, b]. 

Perhatikan sifat berikut : 

 







b

a

a

b

a

a

dxxfdxxf

dxxf

)()(.2

0)(.1

 

Pilihlah sekurang-kurangnya sebuah fungsi yang didefinisikan pada selang 

tertentu, kemudian buktikan bahwa sifat tersebut berlaku! Diskusikan, kemudian 

tuliskan jawaban anda pada lembar berikut: 
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C. Teorema Dasar Kalkulus 

 Misalkan f kontinu pada [a, b] dan F merupakan antiturunan dari f. 

Selanjutnya partisi [a, b] menjadi n subselang dengan menggunakan titik-titik a 

= x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b. 

F(b) – F(a) = [F(xn) – F(xn-1)] + . . . + [F(x2) – F(x1)] + [F(x1) – F(x0)] 

                =  



n

i

ii xFxF
1

1)()(     

Menurut Teorema Rata-rata untuk Turunan,  

F(xi) – F(xi-1) = F’(ci) [xi – xi-1] = f(ci) ∆xi , untuk sebarang ci pada selang [xi-1, xi]. 

Dengan demikian dapat ditulis :  



n

i

ii xcfaFbF
1

)()()(   . . . . . . . . *)   

Dengan mengambil limit pada kedua ruas persamaan *) diperoleh  

  




b

a

n

i

ii
n

dxxfxcfaFbF )()(lim)()(
1

 

Secara formal dinyatakan dalam teorema berikut : 

 
 Teorema 1: Jika f kontinu pada selang [a, b] dan F merupakan 

antiturunan dari f, maka  )()()( aFbFdxxf

b

a

    

Contoh :  

1. Tunjukkan bahwa  takonskabkdxk

b

a

tan,)(   

Jawab:  Andaikan F antiturunan dari f. Kita dapat menyatakan f(x) = k dan 

F(x) = kx, sehingga  )()()()( abkkakbaFbFdxxf

b

a

   

2.  Tunjukkan bahwa  
2

22 ab
dxx

b

a


  

Jawab:  Andaikan F antiturunan dari f. Kita dapat menyatakan 

22

1

2

1
)()()()()(

22
222

2
1

ab
abaFbFdxxfxxFdanxxf

b

a
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Untuk memudahkan dalam pehitungan integral tentu perlu diperkenalkan 

lambang baru dari F(b) – F(a), yaitu   
a

b

xFaFbF )()()(   

 
Contoh:  

1. Hitung   

2

1

2 )32( dxxx   

Jawab :  

   

2

1

2 )32( dxxx  4)11()84(
1

2

32  xx  

 

2. Hitung   

8

1

3/12/1 )( dxxx  

Jawab : 

   

8
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3. Hitung  dxx
2/

0

cos2



 

Jawab :  

  202sin2cos2
0

2/2/

0
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Latihan Soal 
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Teorema 2 : Andaikan f dan g terintegralkan pada [a, b] dan k 

konstanta maka :  
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a

b

a

b
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b

a
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Contoh   

Hitung   
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Jawab :  
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Latihan Soal 

Hitunglah: 1.   

1

0

22 )1( dxxxx   2.  

1

0

24 )532( dxxx  
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D. Sifat-sifat Integral Tentu Lebih Lanjut 

 Sifat-sifat dari integral tentu dinyatakan dalam bentuk teorema-teorema 

sebagai berikut : 

 
Teorema 1 : Jika f terintegralkan pada suatu selang yang mengandung 

tiga titik a, b, dan c, maka 

   

b

a

c

b

c

a

cdanbadariuruunbagaimanapdxxfdxxfdxxf ,,tan,)()()(   

 
Teorema 2 :  Jika f dan g terintegralkan pada [a, b] dan jika f(x) ≤ g(x) 

untuk setiap x dalam [a, b] , maka 

  
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(  

 
Teorema 3 : Jika f terintegralkan pada [a, b] dan jika m ≤ f(x) ≤ M 

untuk semua x dalam [a, b] , maka  

 )()()( abMdxxfabm

b

a

   

 
Teorema 4 : Andaikan f kontinu pada selang [a, b] dan andaikan x 

sebuah (variabel) titik dalam selang tersebut, maka 

 )()( xfdttfD

x

a

x 







  atau  )()( xfdttf

dx

d
x

a









    

 

Contoh 1:  Carilah  








x

x dttD
1

3  

Jawab : 

Cara I : 

 
4

1

4

1

4

1 4

11

43  xtdtt
xx

 

Jadi,  








x

x dttD
1

3 = 34
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1

4

1
xxDx 
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Cara II : 

 Dengan menggunakan teorema 4 diatas, diperoleh :  

 








x

x dttD
1

3 3x  

 

Contoh 2:  Carilah  
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2

x

x dttD  

Jawab : 2

1

2
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x

x
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Contoh 3:  Carilah 















2

0

)12(

x

x dttD  

Jawab : 

Misalkan  u = x2 diperoleh du/dx = 2x  atau  Dx u = 2x, sehingga ; 

xxxxxuuDdttDdttD x

u

u

x

x 242).12(2.)12(.)12()12( 32

00

2
























   

 

 

Latihan Soal 

Tentukan G’(x), jika diketahui G(x) sebagai berikut: 
 

dssxGdvvxG

duuuxGduuxxG

x

x

x

x

x









 32

4

1

1

sin

0

2

1

22

1)(.4,sin2)(.3

)cos()(.2,1)(.1

 

Tulis jawaban anda pada lembar jawaban berikut: 
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E. Fungsi Logaritma Asli 

Walaupun kelihatannya sederhana,  x

dx
 tidak dapat diselesaikan sebagaimana 

halnya integral dari fungsi polinom, rasional dan trigonometri yang sudah lazim 

kita kenal. Oleh karena itu, dicoba didefinisikan suatu fungsi baru yang 

dinamakan fungsi logaritma natural atau fungsi logaritma asli. 

 

Definisi 

Fungsi logaritma asli, ditulis sebagai  ln , didefinisikan dengan  

   

x

xdt
t

x
1

0,
1

ln  

Daerah definisinya adalah himpunan bilangan riil positif. 

 
Gambar 2 menunjukkan arti geometri dari     .   Diagram pada Gambar 2 

tersebut mengukur luas di bawah kurva y = 1/t  antara 1 dan x jika x > 1 dan 

nilai negatif dari luas ini jika 0 < x < 1. Serta ln 1 = 0.  

 

         y                                                        y 

               y = 1/t                                                     y = 1/t 

 

 

 

                     R                                                        R 

                                     t                                                              t    
                  1        x                                               x      1 
 
        Jika x > 1, ln x = luas R                        Jika 0 < x < 1, ln x = - luas R 
 
Gambar 3 
 
Selanjutnya dengan menggunakan teorema 4 diatas, yakni turunan suatu 

integral terhadap batas atasnya, kita dapatkan : 

 

0,
11

ln
1









  x

x
dt

t
DxD

x

xx   

xln
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Berdasarkan definisi diatas maka berlaku     x
x

dx
dx

x
ln

1
C . 

Perhatikan, apabila diketahui  y = ln x2 maka dengan menerapkan Aturan Rantai 

didapat  
xx

x

dx

dy 22
2
 , dan berlaku     CxCx

x

dx
dx

x

2lnln22
2

 

Dapat juga kita tuliskan      21 ln22
2

cxcy
x

dx
dx

x
dy   

            

Cxy

ccxy





2

12

2

ln

)(ln

 

 

F. Fungsi Eksponen Asli 

 Fungsi invers dari fungsi logaritma asli disebut sebagai fungsi eksponen 

asli dan ditulis ex.  

Didefinisikan  y = ln x  jika dan hanya jika x = e y  

Dengan demikian dapat ditulis  

    ln ex = x dan eln x = x 

Turunan dari y = ex dapat diperoleh melalui turunan fungsi logaritma asli, yaitu 

 y = ex yang berarti juga bahwa x = ln y, sehingga 

xey
dx

dy
atau

y

dy
dx  . Demikian halnya    Cedxe xx  

 
Grafik y = ex  adalah hasil pencerminan y = ln x terhadap garis y = x (gambar 

3).   

Definisi :  Bilangan e adalah bilangan riil positif yang bersifat ln e = 1. 

Beberapa sifat dari fungsi eksponen asli, untuk a dan b bilangan rasional : 

1. e0 = 1 

2. ea eb = ea+b 

3. ea/eb = ea-b 
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                        y 

                                       y = ex     y = x 

 

                                                      y = ln x 

                        1 

                                 1                                         x 

Gambar 4 

 

 

 

Oleh karena fungsi exp dan ln adalah fungsi-fungsi yang saling berbalikan, maka 

fungsi exp x = ex dapat diturunkan. Hal ini dapat ditunjukkan sebagai berikut : 

Andaikan y = ex, maka  

    x = ln y 

Ruas kiri dan kanan diturunkan menurut x, diperoleh  
dx

dy

y

1
1      

Sehingga 
   

Dengan demikian terbukti bahwa turunan ex adalah juga ex. 

 
Selanjutnya dari turunan ex dapat menghasilkan rumus untuk integral sebagai 

berikut : 

    Cedue uu  

 

3. Tentukan  
 dxe x2  

Jawab : Andaikan  u = -2x  maka  du = -2 dx, sehingga 

   
 dxe x2      CeCeduedue xuuu 2

2

1

2

1

2

1
)

2

1
(  

Latihan Soal 
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1

2

/31

0

32

613

.4.3

)3(.2.1
2

dx
x

e
dxe

dxexdxe

x
x

xxx

 

xey
dx

dy
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BAB 2 
TEKNIK PENGINTEGRALAN 
 

Didalam pengintegralan terdapat dua teknik dasar, yaitu teknik substitusi  dan 

teknik parsial. Berikut ini akan diuraikan mengenai masing-masing teknik 

tersebut disertai dengan contoh-contoh soal. 

 
A. Pengintegralan Dengan Penggantian (Teknik Substitusi) 

Agar dapat menggunakan metode penggantian dengan hasil yang memuaskan, 

kita harus mengetahui bentuk-bentuk baku dalam pengintegralan. Beberapa 

diantara bentuk baku ini adalah sebagai berikut : 
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Teorema 1 

Untuk menentukan  ∫ f(x) dx, kita dapat mensubstitusi u = g(x), 

dengan g fungsi yang dapat diintegralkan. Apabila substitusi tersebut 

mengubah f(x) dx menjadi  h(u) du  dan apabila H sebuah antiturunan 

h, maka: 

 

 

Contoh  

1. Tentukan   dx
x

x

)(sin

2
22

 

Jawab :  Andaikan  u = x2 , maka  du = 2x dx .  Sehingga : 

               

 

 

 

2. Tentukan  


dx
x 2169

4
 

Jawab :  Andaikan  u = 4x, maka  du = 4 dx.  Sehingga : 

      CxC
u

u

du
dx

x
























 3

4
arcsin

3
arcsin

9169

4

22
 

 

 

3. Tentukan   
dx

e

e
x

x

22516
 

Jawab :  Andaikan  u = 5ex , maka  du = 5ex dx.  Sehingga : 

       
dx

e

e
x

x

22516
 =   














C

u
arctg

u

du

u

du

44

1
.

5

1

165

1

16

5

1

22
 

                                         C
e

arctg
x











4

5

20

1
 

4. Tentukan   dx
x

e x

2

/1

 

Jawab :  Andaikan  u = 1/x , maka  du = (- 1/x2) dx.  Sehingga : 

   

                  







 CeCeduedx

x
edx

x

e xuux
x

/1

2

/1

2
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   CxgHCuHduuhdxxf ))(()()()(
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)cot(cotcos

sin)(sin
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5. Tentukan  ∫ cosec x dx 

Jawab:     

               



  

















Cxtgx
xtgx

xtgxd

dx
xtgx

xtgxx
dx

xtgx

xtgx
xdxx

secln
sec

)(sec

sec

.secsec

sec

sec
secsec

2

 

 
6. Tentukan  ∫ cosec x dx 

Jawab : 

 

Cxxec

xxec

xxecd
dx

xxec

xxecxec

dx
xxec

xxec
xecdxxec




















 

cotcosln

cotcos

)cot(cos

cotcos

cotcoscos

cotcos

cotcos
coscos

2

 

 
 

Latihan Soal 

1. Tentukan    dxxx 1732  

2. Tentukan   dx
x

a x

2

cot

sin
 

3. Tentukan   
dx

xx 52

3
2

 

4. Tentukan   


dx

x

xx

1

2

 

Kerjakan pada lembar jawaban yang tersedia! 
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B. Integral Trigonometri 

Terdapat lima jenis integral trigonometri yang sering muncul, yakni : 

 

  

 

 



 

dxnxmxdxnxmxdxnxmx

dxxxdandxxx

dxxdandxx

dxxx

dxxdandxx

nmnm

nn

nm

nn

coscos,sinsin,cossin.5

csccotsectan.4

cottan.3

cossin.2

cossin.1

 

Masing-masing jenis dibahas melalui contoh – contoh soal berikut.  

Jenis 1  Apabila n bilangan ganjil positif, maka kita keluarkan faktor sin x atau 

cos x, kemudian gunakan rumus  sin2 x + cos2 x = 1.  

 Apabila n genap positif, maka menggunakan rumus  

  
2

2cos1
cos

2

2cos1
sin 22 x

xatau
x

x





  

Contoh  

Cxxxdxdxx

dxxxdxxdxxxdxxxdxx





 

    
3

3
12

2223

coscos)(coscossin

sincossinsin)cos1(sinsinsin.1

 

Cxx

xdxdxdxxdxdx
x
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2sin

)2(.2cos2cos
2

2cos1
cos.2

4
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
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Cxxxxdxxxdxdx

dxxxdxdxdx
x

xdxdx

dxxdxxdxdx
x
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4sin
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1
2sin
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1

8

3
)4(4cos)2(2cos

)4cos1()2(2cos
2
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)2(2cos

2cos2cos
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sin.3
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1

4
1

8
3

8
1

4
1

4
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4
1

4
1

4
1
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4
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2
1

4
1
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Latihan Soal 

 dxx3cos.1
        xdxdxx 42 cos.3sin.2
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Jenis 2  Apabila m atau n bilangan ganjil positif, maka kita keluarkan faktor sin x 

atau cos x kemudian menggunakan rumus  sin2x + cos2x = 1. Tetapi 

apabila m dan n genap positif, kita gunakan rumus 

 
2

2cos1
cos

2

2cos1
sin 22 x

xatau
x

x





  

 
Contoh  

Cxx

xdxxdx

xdxxdxxxxdxxx
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Cxx
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xdxxdx
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Latihan Soal 




dxxx 3cossin.1 3

1

        
 dxxx 33 cossin.2          dxxx 42 cossin.3  

Kerjakan pada lembar jawaban berikut: 
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Jenis 3   Pada kasus tangen, kita keluarkan faktor tan2 x= sec2 x – 1; sedangkan 

pada kasus cot kita keluarkan faktor cot2 x = csc2 x – 1.  

 

Contoh  

Cxxdxxxtgdx

dxxdxxxdxxxdxx





 

  

)ln(sectan
2

1
tan)(tan

tansectantan)1(sectan.1
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223

 

Cxx
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Latihan Soal 

  dxxdxxdxx 544 tan.3,cot.2,tan.1 ,    
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Jenis 4   Ada dua kemungkinan, yaitu : m ganjil dan n sebarang ; atau n   genap 

dan m sebarang. 

 
Contoh  

Cxx

xdxxdx

dxxxxdxxxx

dxxxdxxx

dxxxxdxxxxdxxx
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Latihan Soal 
 


 dxxx 25 sectan.1      


dxxx 4sectan.2 2

1
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Jenis 5  Untuk integral jenis ini kita gunakan rumus sebagai berikut: 
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xnmxnmnxmx
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Contoh  

 

Cxx
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Cxx
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cos
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2
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2
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Cxxxdxxdx

dxxxdxxxdxxx

2sin
4

1
12sin

24

1
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4
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24
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2
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    Cxxdxxxdxxx sin
2

1
7sin

14

1
cos7cos4cos3cos.4

2
1  

 

Latihan Soal 

 dxxx 3cos5sin.1     dxxx 3sin7cos.2     

 dxxx 5sin3sin.3     dxxx 7cos5cos.4  

Kerjakan pada lembar yang telah tersedia berikut ini:    
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C. Substitusi Yang Merasionalkan 

 Bentuk akar dalam integran seringkali menimbulkan kesulitan untuk  

menyelesaikannya. Dengan suatu substitusi yang tepat, maka bentuk akar 

tersebut dapat dirasionalkan. 

 

1. Integran Yang Memuat Bentuk  
n bax    

 Apabila di dalam integran terdapat bentuk  n bax   , maka substitusi 

yang digunakan adalah  n baxu  . 

 

Contoh  

1. Tentukan  dxx 3 43  

Jawab:  Andaikan  ,334343 233 dxduudanxumakaxu  Sehingga 

    CxxCuduuduuudxx 34323 43)43(
4

1

4

1
.43  

 

2. Tentukan  dxxx 12  

Jawab :  Andaikan  dxduudanxumakaxu 221212 2  , 

sehingga 

 

CxxxxCuu

duuuduuudxxx



  

12)12(
6

1
12)12(

10

1

6

1

10

1

)()1(12

235

24

2
122

2
1

 

 

Latihan Soal 
 
Hitunglah: 
 

1. dxx 5 37  

2. dxxx  45  

3. dxxx 3 1  
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2. Integran Yang Memuat Bentuk  
22 xa   

 Apabila integran memuat bentuk tersebut maka substitusi yang 

digunakan adalah  x = a sin t. Dengan substitusi ini akibatnya  

  22 xa tataxa coscos)sin1( 2222   

Agar substitusi ini memiliki invers, maka daerah asal kita batasi, yakni: 

22


 t  

 
Contoh  

1. Tentukan  dxx  24  

Jawab :  Andaikan  x = 2 sin t,    
22


 t  

      Maka  txdandttdx cos24cos2 2   ,  sehingga 

      

  Cx
x

Cttt

Ctt

dttdtdtt

dttdttdtttdxx

x 









  

 

2

2

2
122

4
2

arcsin2

cossin22

2sin2

2cos22)2cos1(2

)2cos1(4cos4cos2cos24

 

 

 

              2          x           tsin  
2

4
cos

2

2x
tdan

x 
  

           t 

                24 x  

        Gambar 1 

 
 

2. Tentukan  dx
x

x



2

29
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Jawab :   Andaikan  x = 3 sin t ,    
22


 t  

    Maka  txdandttdx cos39cos3 2   

    Sehingga 

             

C
x

x

x

Cttdtt

dttdt
t

t
dtt

t

t
dx

x

x





















 

3
arcsin

9

cot1csc

cot
sin

cos
cos3

sin9

cos39

2

2

2

2

2

22

2

  

 

            3     

           x           

        t 

 29 x  

         Gambar 2 

 

 

Latihan Soal 

Hitunglah: 


dy
yy

y

2

2
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3. Integran Yang Memuat Bentuk  
22 ax   

 Apabila integran memuat bentuk ini maka substitusi yang digunakan 

adalah  x = a sec t. Dengan substitusi ini maka 

 ttgattgataax  222222 )1(sec  

Agar substitusi ini memiliki invers, daerah asal kita batasi, yakni 

2
,0


  tt  

Contoh   

Hitunglah:  dx
x

x


 92
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Jawab :  Andaikan  ttgxdanttgtdxmakatx 39sec3sec3 2   

sehingga  

 

  CarcxCtttg

dttdtttgdtttgt
t

ttg
dx

x

x

x 




 

3

2

22
2

sec3933

)1(sec33sec3
sec3

39

 

                                                                       

                                                                              x                        

                                                                           t 

                                                                                    3 

Latihan Soal 

Hitunglah:   dx
x

x
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2 16
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4. Integran Yang Memuat Bentuk  
22 xa   

 Apabila integran memuat bentuk tersebut maka substitusi yang 

digunakan adalah  x = a tg t.  Dengan substitusi ini maka 

   

22

secsec)1( 222222






t

yaitudibatasiasaldaerahdantatattgaxa

 

 
Contoh  

Hitunglah   dx
x

x


 24
 

Jawab :  Andaikan  txdandttdxmakattgx sec24sec22 22   

 Sehingga 

  

Cx

Ctdtttgtdtt
t

ttg
dx

x

x






 

2

2

2

4

sec2sec2sec2
sec2

2

4  

     

           24 x          x 

      t 

            2 
                  Gambar 3  

 

Latihan Soal 

Hitunglah:  
 225 xx

dx
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Lebih luas dapat dikembangkan pada substitusi untuk integran yang memuat 

bentuk: 

      bulatbilanganndenganxadanaxxa
nnn

222222 ,, 

      

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Cxx
x

C
x

x

Ct

tdtdttt

dt
t

t
dttt

t

t
dx

x

x
Sehingga

txdtttdxtxSubstitusi

Jawab

dx
x

x
Tentukan
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243
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)tansec
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4
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:
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:
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5
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Latihan Soal 

Hitunglah:   1. dx
x

x



3

22 )9(
,  2. dx

x

x


 22 )9(
,  3.  
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5. Melengkapkan Menjadi Kuadrat   

Apabila bentuk kuadrat Ax2 + Bx + C muncul dibawah akar dalam integran, kita 

dapat melengkapkan menjadi kuadrat sebelum menggunakan substitusi 

trigonometri. 

 
Contoh  

1. Tentukan  
 2042 xx

dx
 

Jawab :  x2 + 4x + 20 = x2 + 4x + 4 + 16 = (x + 2)2 + 16 

  Andaikan  u = x + 2  diperoleh  du = dx. Sehingga 

  



 16204 22 u

du

xx

dx
   

 Kemudian kita andaikan  dttdumakatttgu 2sec4
22

,4 


  

 

Kxxx

CuuC
uu

Cttgtdtt
t

dtt

u

du

demikiandengantudan















2204ln

4ln16ln
44

16
ln

seclnsec
sec4

sec4

16

,sec416

2

2
2

2

2

2

 

 

  162 u                         u 

       t          

                                    4 

          Gambar 4    

 
 

Latihan Soal 

Tentukan:  


dx
xx

x

204

2

2
 

Kerjakan pada lembar jawaban yang tersedia! 
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D. Pengintegralan Parsial 

Metode parsial didasarkan pada pengintegralan rumus turunan hasilkali dua 

fungsi. Apabila metode penggantian tidak berhasil, maka dengan metode parsial 

ini akan memberikan hasil sebagaimana yang diharapkan. 

Andaikan  u = f(x)  dan  v = g(x).  Maka Dx[f(x).g(x)]=f(x)g’(x)+g(x)f’(x) 

Dengan mengintegralkan kedua ruas persamaan tersebut kita peroleh : 

 



 





dxxfxgxgxfdxxgxf

dxxfxgdxxgxfxgxf

)(')()()()(')(

)(')()(')()()(

  

Karena du = f’(x) dx  dan  dv = g’(x) dx, maka dapat ditulis : 

      duvuvdvu  

 Pengintegralan ini tergantung pada pemilihan u dan dv yang tepat. 

 
Contoh  

1. Tentukan ∫x sin x dx 

Jawab :  

Misalkan  u = x  dan  dv = sin x dx, diperoleh  du = dx  dan v = -cos x.  

Sehingga  

  ∫x sin x dx = - x cos x + ∫ cos x dx 

          = - x cos x + sin x + C 

 
2. Tentukan  ∫ ln x dx   

Jawab :  

Misalkan u = ln x  dan  dv = dx, diperoleh  du = 1/x dx dan  v = x, sehingga 

  ∫ ln x dx = x ln x - ∫ dx  

                                 = x ln x – x + C  

 

Latihan Soal 

Hitung: 

1.  
2

1

ln dxx ,  2.  dxxx cos2     3.  dxxe x cos ,   4.   dxx3sec  
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E. Rumus Reduksi  
 
Suatu rumus yang berbentuk 
 

  ,)()()( dxxfxgdxxf kn   dengan k < n dinamakan rumus reduksi  

 
Contoh  

Jabarkan suatu rumus reduksi untuk   dxxnsin   

Jawab :  Andaikan u = sinn-1 x  dan dv = sin x dx, maka du = (n-1) sinn-2x cos x 

dx dan v = - cos x, sehingga 

 

 



 













dxxndxxnxx

dxxxnxx

dxxxnxxdxx

nnn

nn

nnn

sin)1(sin)1(cossin

)sin1(sin)1(cossin

cossin)1(cossinsin

21

221

221

 

Akhirnya diperoleh :   








 dxx
n

n

n

xx
dxx n

n
n 2

1

sin
1cossin

sin  

 

Latihan Soal 

Jabarkan suatu rumus reduksi untuk   dxxncos , kemudian hitunglah masing-

masing untuk:    dxxdxxdxxdxx 7653 cos,cos,sin,sin  
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F. Pengintegralan Fungsi Rasional 

Menurut definisi, fungsi rasional adalah hasil bagi dua fungsi sukum banyak 

(polinom). misalnya 

  

 

Untuk menyelesaikan pengintegralan fungsi rasional, kita dapat melakukan 

penjabaran menjadi ppecahan parsial. Dalam hal ini terdapat beberapa 

kemungkinan, yaitu : faktor linier yang berbeda, faktor linier yang 

berulang, faktor linier dan faktor kuadrat, faktor kuadrat yang 

berulang. 

Untuk lebih jelasnya perhatikan contoh-contoh soal berikut. 

 
Contoh  

1.  Tentukan  dx
xx

x
 



23

12
2

  

Jawab : x2 + 3x + 2 = (x + 2) (x + 1). Kita dapat menuliskan 

 
12)1)(2(

12

23

12
2 














x

B

x

A

xx

x

xx

x
 

 Kita hilangkan pecahan-pecahan, maka 

 2x + 1 = A(x + 2) + B(x + 1) = (A + B)x + 2A + B 

 Kita substitusikan nilai x = -2  dan  x = -1, diperoleh 

 A = -1, dan B = 3.  Sehingga 

 Cxxdx
x

dx
x

dx
xx

x













  1ln32ln

1

3

2

1

23

12
2

 

 

2.  Tentukan   
dx

xx

x

122
 

Jawab :   x2 – 2x + 1 = (x – 1)2 , ditulis 

  
Kita hilangkan pecahan-pecahan, maka   x = A(x – 1) + B  

Kita substitusikan nilai x = 1, diperoleh A = 1, B = 1. Sehingga 

  

 

 

 

222 )1(1)1(12 
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x
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Latihan Soal 

Tentukan:         1.  dx
xxx

x
 



1

1
23

       2.  dx
x

xx
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)1(
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BAB 3 
PENGGUNAAN INTEGRAL 

 
Pada bab ini dibahas mengenai penggunaan integral yang meliputi luas daerah 

bidang rata, volume benda putar, panjang kurva pada bidang, luas permukaan 

putar, kerja, gaya cairan, dan momen. 

 
A. Luas Daerah Bidang Rata 

Perhatikan daerah R yang dibatasi oleh grafik y = f(x), x = a, x = b, dan y = 0. 

Kita mengacu R sebagai daerah dibawah y = f(x) dan diatas sumbu x, antara x = 

a dan x = b. Perhatikan Gambar 1. 

Luas daerah R dapat dihampiri oleh luas siku empat - siku empat seperti pada 

proses penentuan jumlah Riemann, sebagaimana telah diuraikan pada Bab I 

bagian B. Jadi luas daerah R ditentukan oleh 

    y 

      y = f(x) 

 

 

      

     R 

                x 

   a      b 

    Gambar 1 

Selanjutnya kita tinjau daerah R yang dibatasi oleh grafik fungsi y = f(x) dan y = 

g(x), x = a, x = b dan f(x) > g(x) pada selang [a, b]. Perhatikan Gambar 2. 

       y 

             y = f(x) 

   R     

     Gambar 2        

     y = g(x) 

                   a               b             x 

 
 
 
 


b

a

dxxfA )(
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Luas daerah R adalah 

    

b

a

b

a

b

a

dxxgxfdxxgdxxfA )()(()(  

Apabila f kontinu dan negatif pada [a, b], maka luas daerah R yang dibatasi oleh 

grafik  y = f(x), x = a, x = b, dan sumbu x (lihat Gambar 3), dapat dipandang 

sebagai luas daerah R yang dibatasi oleh grafik y = 0, y = f(x), dan garis – garis 

x = a, x = b. Jadi luas daerah R tersebut ditentukan oleh 

   

b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxA )()(0   

   y 

    a        b 

            x 

     R 

      y = f(x) 

            

   Gambar 3 

 

Contoh   

 

 1. Hitung luas daerah yang dibatasi oleh grafik y = x3 – x2 – 6x  dan sumbu x. 

Jawab :    Grafik y = x3 – x2 – 6x  memotong sumbu x pada titik – titik (-2, 0), 

(0, 0) dan (3, 0). Pada selang [-2, 0] , f(x) > 0  dan pada selang [0, 

3], f(x) < 0  lihat Gambar 4. Jadi luas daerah yang ditanyakan 

adalah 

    

08,21
12

253

4

63

3

16

)3(3

)6()6(

0

3

23

3
14

4
1

2

0

23

3
14

4
1

0

2

3

0

2323
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                      y 

   

 

 

 
                  

                    x 
     -2          0          3 

       

                                                                              y = x3 – x2 – 6x 

 

Gambar 4 

 

 

2.  Hitung luas daerah yang dibatasi oleh  y = x2  dan  y = 2x – x2 

Jawab :   Grafik fungsi  y = x2  dan  y = 2x – x2  berpotongan di titik (0, 0) 

 dan titik (1, 1)  seperti terlihat pada Gambar 5 berikut ini. 

     y 

       y = x2 

 

           1                        y = 2x – x2  

 

 

             x 

                   1               
   Gambar 5    

 
Luas daerah yang ditanyakan adalah 

 
3

1

3

2
)22()2(

1

0

1

0 0

1

32222    xxdxxxdxxxxA  

Luas daerah yang ditanyakan adalah  

    

 

 5,42
2

1

3

1

)2()13(

2

1

23

1

2

1

2

22
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Latihan Soal 

Hitung luas daerah yang dibatasi oleh :  

42,2.3

2,.2

20,0,32.1

22

2

2







xxyxy

xyxy

xdanxantarayxxy
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Berikut ini diberikan beberapa rumus tambahan beserta grafiknya untuk 

perhitungan luas daerah bidang rata : 

1. Daerah dibatasi oleh x = g(y), y = c, y = d dan x = 0 

              y                                                                        y                

          d                x=g(y)                         x=g(y)                d         

                                                                                  

        ∆y                                                                            ∆y                                                                                     

          c                                                                            c 

                                          x                                                          x 

       
















d

c

d

c

n

i

ii
n

n

i

ii

ii

dyygAdyygyygA

yygA

yygA

)()()(lim

)(

)(

1

1

 

Gambar 6 

 
Daerah dibatasi oleh x=g(y), x=h(y), y=c, dan y=d 

                            y       

                        d                          x=g(y)         

                                     x=h(y) 

                      ∆y                                                 

d

c

dyyhygA )()(  

                        c                                          x     

 

Gambar 7 

Contoh  

 Hitung luas daerah yang dibatasi oleh parabola x = 3 – y2 dan   garis x = 0 

 Jawab :   Grafik fungsi  x = 4 – y2 dan  x = 0  berpotongan  di titik – titik  (0, 

2)  dan (0, -2) seperti terlihat pada Gambar 6. 
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                                                          x 

           x = 4 – y2   

  

Gambar 8 

 

Luas daerah yang ditanyakan adalah  

  

    

  

 

 
Latihan Soal 

1. Hitung luas daerah yang dibatasi oleh parabola  x = y2 – 9 dan garis x = 0 

2. Hitung luas daerah yang dibatasi oleh parabola x = 3 – y2 dan   garis x – y = 1 
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Untuk menentukan luas daerah bidang rata, terdapat cara berfikir yang dapat 

membantu. Cara ini ditempuh melalui prosedur berikut : 

Langkah 1   Menggambar daerah yang bersangkutan. 

Langkah 2 Membuat potongan jalur-jalur dan memberi nomor (memilih) jalur 

tertentu. 

Langkah 3   Hampiri luas jalur tertentu tersebut dengan luas persegi panjang. 

Langkah 4   Menjumlahkan luas hampiran tersebut. 

Langkah 5   Mengambil limit dari jumlah luas hampiran tersebut . 

Untuk menjelaskan prosedur tersebut diatas perhatikan contoh sederhana 

berikut ini. 
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Contoh   Hitung luas daerah yang dibatasi oleh kurva  xy   , garis x = 0 dan 

x = 4. 

Jawab :    Langkah 1                            Langkah 2 

                ∆x 

         y       y 

              y = x1/2        

 

            x 

        x     
 x 

                 4     x 

  Gambar 9 

 

Langkah 3      xxA  .  

Langkah 4      xxA  .  

Langkah 5       
3

16

0

4

3
2

4

0

2

3

  xdxxA  

Jadi luas daerah yang ditanyakan adalah  A = 3,5
3

16
  

Setelah kita memahami prosedur tersebut, maka kita dapat menyingkat langkah- 

langkah tersebut menjadi tiga langkah saja, yaitu : potong, hampiri, 

integralkan. 

  
B. Volume Benda Putar 

Apabila sebuah daerah rata, yang terletak seluruhnya pada satu bagian bidang 

yang terbagi oleh sebuah garis lurus tetap, diputar mengelilingi garis tersebut, 

maka daerah itu akan membentuk sebuah benda putar. Garis yang tetap 

tersebut dinamakan sumbu putar.  

Sebagai contoh, apabila sebuah daerah segitiga siku-siku diputar dengan sumbu 

putar salah satu sisi siku-sikunya, maka akan membentuk sebuah kerucut ; 

apabila sebuah daerah setengah lingkaran diputar dengan sumbu putar garis 

tengahnya, maka terbentuk sebuah bola. 
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Untuk perhitungan volume – volume benda putar ini, sebaiknya kita  pahami 

prosedur potong, hampiri, integralkan, sebagaimana pada perhitungan luas. 

Metode yang digunakan untuk menghitung volume benda putar ini adalah 

metode cakram, metode cincin, dan metode kulit tabung. Namun 

demikian dalam menggunakan metode tersebut, kita lihat terlebih dahulu 

keadaan benda putar yang terjadi. Untuk lebih jelasnya perhatikan beberapa 

contoh berikut. 

 
Contoh 1  Hitung volume benda putar yang terbentuk, apabila daerah yang 

dibatasi oleh garis y = ½ x, garis x = 4, dan garis y = 0 diputar 

dengan sumbu putar sumbu x. 

Jawab :  

        y                           Δx 

 

 

                ½x 

              x   

        x              4 

                  
 Gambar 10         

 

        ∆x  

 

            ½x 

                   Sumbu x 

  

 Gambar 11 

 
Pada Gambar 1 kita lihat daerah dengan sebuah jalur pemotongan. Apabila 

daerah tersebut diputar dengan sumbu putar sumbu x, daerah ini membentuk 

sebuah kerucut dan jalur tersebut membentuk sebuah cakram yang volumenya 

ΔV dapat dihampiri dengan volume sebuah tabung dengan tinggi ∆x dan jari-jari 

alas ½x. Volume tabung ini adalah  

    xxV  2

2
1 )(    
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Apabila volume ini kita jumlahkan kemudian diambil limitnya, maka diperoleh 

volume kerucut, yaitu   

4

0 0

4

3

12
12

4
1 75,16

3

16
 xdxxV   

Contoh 2   Sebuah daerah yang dibatasi oleh  kurva y = 2x , garis y = 8, dan 

garis x = 0 diputar dengan sumbu putar sumbu y. Hitunglah volume 

benda putar yang terjadi. 

Jawab :               Sumbu y 

   y 

              8 

 

        Δy             ∆y 

            y          

      x 

            Gambar 12 

                        

 yyV  2

2
1 )(  

Volume benda putar yang terbentuk (kerucut) adalah   

  97,133
3

128

12

512

12

1
8

0 0

8

32

4
1    ydyyV   

Latihan Soal 

Hitunglah volume bola yang terbentuk, apabila daerah setengah lingkaran yang 

dibatasi oleh kurva  24 xy  dan garis y = 0 diputar dengan sumbu putar 

sumbu x.        

     

 

 

 

 

 

 

 

 



65 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Pada contoh 1 dan contoh 2, merupakan penerapan metode cakram. 

Namun adakalanya apabila sebuah benda putar kita potong-potong tegak 

lurus sumbu putarnya, kita memperoleh sebuah cakram yang di tengah-

tengahnya ada lubangnya. Daerah yang demikian ini disebut cincin.  

 

         trrV )(
2

1

2

2    

         r1 = jari-jari dalam 

         r2 = jari-jari luar 

         t = tinggi cincin 

 

 Gambar 13 

 

Contoh   Hitung volume benda putar yang terbentuk apabila daerah yang 

dibatasi oleh parabola  xydanxy 272    diputar dengan 

sumbu putar sumbu x. 
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Jawab :  

 y            y = x2   

       y = (27x)1/2     

 

 

 

                     Sb. putar 

 

 

   x                    x 

   

    Gambar 14     

 

Jadi volume benda yang terbentuk adalah 

 

 

  906,2289,72)(

27

5
243

2
243

0

3

5

5
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2
27

3

0
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Latihan Soal  

1. Hitung volume benda putar yang terbentuk apabila daerah setengah lingkaran 

yang dibatasi oleh kurva 29 yx   dan sumbu y diputar dengan sumbu 

putar garis x = -1. 

2. Hitunglah volume benda putar yang terbentuk apabila daerah yang dibatasi 

oleh  y = 4 - x2 (x≥0), x = 0, y = 0 diputar dengan sumbu putar garis x=2.  

 

   

 

 

 

 

  xxxV  222 )()27(
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Selanjutnya kita bahas metode Kulit Tabung. Dalam berbagai persoalan, 

metode ini lebih mudah digunakan jika dibanding metode cakram dan metode 

cincin. 

Kulit tabung adalah sebuah benda  yang dibatasi oleh dua tabung lingkaran 

tegak yang sumbu simetrinya berimpit (Gambar 7). Apabila jari-jari tabung dalam 

adalah r1, dan jari-jari tabung luar adalah r2, sedangkan tinggi tabung adalah t, 

maka volume kulit tabung adalah 
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Sehingga dapat dinyatakan  rtrV  2                                    Gambar 15 

Atau :     Volume = 2  x (jari-jari rata-rata) x (tinggi) x (tebal) 

Cara mudah untuk mengingat rumus tersebut adalah sebagai berikut : 

Jika kulit tabung sangat tipis  terbuat dari kertas, kita dapat memotongnya 

sepanjang garis sejajar sumbu simetri kemudian membukanya, maka akan kita 

peroleh selembar siku empat yang memiliki ketebalan. Volume benda ini yang 

berbentuk lempeng dapat kita hitung (Gambar 8). 

 

 

          

 

 

   

 

       Gambar 16    rtrV  2                              t                     
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Contoh  

Tentukan volume benda putar yang terjadi apabila daerah yang dibatasi oleh 

garis 3x + 2y =  18 , garis x = 1, dan x = 5 diputar dengan sumbu putar sumbu 

y. 

       y 

 

        

  

 

 

    x 

              1               5    

             Gambar 17           Sb. Putar 

 
Dengan memperhatikan Gambar 9 kita peroleh 

    

Sehingga 

  

 
 
Latihan Soal 

1. Hitunglah volume benda putar yang terjadi jika daerah yang dibatasi oleh garis 

xy
2
1 , garis x = 4 dan sumbu x, diputar dengan sumbu putar sumbu x 

dengan menggunakan metode cakram dan metode kulit tabung. 

2. Hitunglah volume benda putar yang terbentuk jika daerah yang dibatasi oleh 

kurva y = 3 + 2x – x2, sumbu x, dan sumbu y diputar dengan sumbu putar : 

(a) sumbu x, (b) sumbu y, (c) garis y = -1, dan garis x = 4 

    

  

 

 

 

 

       9,2889242292
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C. Panjang Kurva pada Bidang (Kurva Rata) 

Sebelum membahas panjang kurva , kita perlu tahu pengertian kurva terlebih 

dahulu. Untuk itu, kita perhatikan uraian singkat berikut ini. 

Grafik dari fungsi y = sin x,  x0 , adalah sebuah kurva rata (gambar 1). 

Begitu pula grafik dari fungsi x = y2 , 22  y  (gambar 2). Dari trigonometri 

kita tahu bahwa ,20,sin,cos  ttaytax  merupakan lingkaran 

222 ayx   (gambar 3). Dalam persamaan ini t sebagai perubah sebarang, 

yang selanjutnya disebut parameter.  

 

       y                                         y 

           x = y2 

                       y = sin x 

                  x 

           x 

 

Gambar 18               y   Gambar 19    

 

              (x, y) 

          a  

                x 

 

 

 Gambar 20 

 

Kita dapat menyajikan kurva sinus dan parabola kedalam bentuk persamaan 

parameter. 

Persamaan  y = sin x maupun  x = y2 tersebut diatas masing-masing dapat kita 

nyatakan dalam bentuk persamaan parameter sebagai berikut : 

 22,,0,,sin 2  yyxyydanxxxxy   

Dalam persamaan yang pertama, parameternya adalah x ; sedang persamaan 

kedua parameternya adalah y. 
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Jadi sebuah kurva rata  dapat dinyatakan dalam sepasang persamaan parameter 

x = f(t), y = g(t), a ≤ t ≤ b, kita andaikan fungsi f dan g kontinu pada selang 

tersebut. Anggaplah t menyatakan waktu. Apabila t bertambah dari a hinga b, 

maka titik (x, y) bergerak sepanjang kurva. 

 

Contoh  

1. Gambarlah sebuah kurva yang memiliki persamaan parameter x = 2t + 1, y = 

t2 –1, 0 ≤ t ≤ 3.                                y 

 
Jawab :                 ●(7, 8) 

t x y                         

 0 
1 
2 
3 

1 
3 
5 
7 

-1 
0 
3 
8 

    
         ● (5, 3) 

 

           

       (3, 0)            x 

           ●  (1, -1) 

   Gambar 21 

 

Definisi 

Sebuah kurva rata disebut mulus apabila kurva tersebut ditentukan 

oleh persamaan–persamaan  x = f(t), y = g(t), a ≤ t ≤ b, dengan 

ketentuan bahwa  f’  dan  g’ adalah kontinu pada  a ≤ t ≤ b, sedangkan 

f’(t) dan g’(t) tidak bersama-sama nol di selang a < t < b. 

 
Akhirnya sampai pada pertanyaan utama, apakah yang dimaksud dengan 

panjang kurva mulus dengan persamaan x = f(t), y = g(t), a ≤ t ≤ b. 

Untuk menjawab pertanyaan itu, kita lakukan langkah – langkah berikut : 

Kita buat suatu partisi pada selang [a, b] menjadi n selang bagian dengan titk-

titik : a = t0 < t1 < t2 < . . . < tn = b 

Pembagian ini mengakibatkan kurva terbagi oleh titik-titik Q0, Q1, Q2, . . . Qn , 

seperti terlihat pada Gambar 5. 
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                     y 

 

 

 

 

 

 

            x 

 

Gambar 22 

 

Kemudian kita hampiri kurva itu  dengan segi banyak, kita hitung panjangnya 

kemudian ditarik limitnya apabila norma partisi menuju nol. Khususnya kita 

hampiri “panjang” ΔSi tertentu pada kurva (Gambar 5) oleh 
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Dengan menggunakan Teorema Nilai Rata-rata Untuk Turunan, kita mengetahui 

adanya titik-titik ii tdant   dalam selang (ti-1, ti), sehingga 
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dengan  ∆ti = ti – ti-1 , maka 

 

         iiiiiiii ttgtfttgttfw 
2222
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dan panjang segi banyak adalah 
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n

i

n

i

iii ttgtfw  
 1 1

22
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Selanjutnya kita dapat mendefinisikan panjang kurva sebagai limit  dari bentuk 

diatas, jadi 
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b

a

b

a

dt
dt

dy

dt
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Apabila persamaan kurva adalah y = f(x), a ≤ x ≤ b, maka panjang kurva adalah 

  dx
dx

dy
L

b

a

 









2

1  

 
Dan apabila persamaan kurva adalah x = g(y), c ≤ y ≤ d, maka panjang kurva 

adalah 

  dy
dy

dx
L

d

c

 









2

1   

 

Contoh 

Tentukan keliling lingkaran dengan pusat O (0, 0) dengan jari-jari 3.  

Jawab : 

Persamaan lingkaran ini adalah  x2 + y2 = 9, dan persamaan dalam bentuk 

parameter adalah  .20,sin3,cos3  ttytx Sehingga dx/dt = -3 sin t, 

dan  dy/dt = 3 cos t. Jadi     

84,18633cos9sin9

2

0 0

22

0

22  
 

tdtdtttL  

 

Latihan Soal 

1. Hitunglah panjang ruas garis yang menghubungkan titik A(0, 3) dan  B(6, 11) 

2. Hitunglah panjang kurva  y = x2  dari (0, 0) sampai dengan (2, 4).  
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Diferensial Panjang Busur: 

Andaikan f sebuah fungsi yang dapat didiferensialkan pada [a, b]. 

Untuk tiap x pada (a, b) didefinisikan s(x) melalui 

    duufxs

x

a

 
2

)('1)(  

Maka s(x) adalah panjang busur kurva y = f(u) antara titik (a, f(a)) dan titik (x, 

f(x)), lihat Gambar 7. Berdasarkan teorema tentang pendiferensialan sebuah 

integral menurut batas atasnya, kita peroleh : 

  
2

2
1)('1)(' 










dx

dy
xf

dx

ds
xs  

Sehingga diferensial panjang busur ds dapat kita tulis sebagai : 

dx
dx

dy
ds

2

1 
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     y 

                          y = f(u) 

         s(x) ●     (x, f(x)) 

    

                                  ● (a, b) 

        u 

 

Gambar 23 

 
Kita dapat memperoleh tiga bentuk untuk ds, tergantung pada grafik persamaan 

parameter kurva yang bersangkutan, yakni 

 

 dt
dt

dy

dt

dx
dy

dy

dx
dx

dx

dy
ds

2222

11 


































  

 
Juga dapat dinyatakan (lihat gambar 8) 

    (ds)2 = (dx)2 + (dy)2 ………..*) 

Ketiga bentuk rumus diatas diperoleh dari                                           

persamaan .. *)  dengan membagi dan ke-           ds                dy          

mudian mengalikan ruas kanan dengan (dx)2,                                 dx 

(dy)2 dan (dt)2. Misalnya     Gambar 24 

 
 
   

  

 

D. Luas Permukaan Putar 

Apabila sebuah kurva yang terletak pada sebuah bidang diputar mengelilingi 

sebuah garis pada bidang itu, maka kurva tersebut membentuk suatu 

permukaan putar (Gambar 1). Tujuan kita adalah menentukan luas permukaan 

putar. 
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Gambar 25       Gambar 26 

 

Kita mulai mencari rumus untuk luas permukaan kerucut terpancung. Sebuah 

kerucut terpancung adalah bagian permukaan kerucut yang terletak antara dua 

bidang yang tegak lurus pada sumbu kerucut (Gambar 2). Apabila jari-jari 

lingkaran alas adalah r1 dan jari-jari lingkaran atas adalah r2 sedangkan panjang 

rusuk kerucut terpancung adalah l, maka luas selimut kerucut terpancung adalah 

 
   
 
 
Pemutaran Mengelilingi Sumbu X  Andaikan x = f(t), y = g(t), t pada selang 

[a, b], adalah persamaan kurva licin pada kuadran pertama seperti tampak pada 

Gambar 3. Kita buat sebuah partisi dari selang [a, b], dengan membaginya 

menjadi n selang bagian oleh titik-titik a= t0<t1<t2 . . . <tn= b. Dengan demikian 

kurva juga terbagi atas n bagian. Andaikan Δsi adalah panjang kurva bagian ke-i 

dan andaikan yi adalah ordinat sebuah titik pada bagian ini. Apabila kurva ini 

diputar mengelilingi sumbu x, ia akan membentuk suatu permukaan dan bagian 

∆si akan membentuk permukaan bagian padanya (lihat Gambar 4). Luas dari 

bagian ini dapat dihampiri oleh luas kerucut terpancung, yaitu  ii sy 2 . 

Apabila luas-luas ini kita jumlahkan dan kemudian menarik limitnya dengan 

membuat norma partisi menuju nol, kita akan memperoleh hasil yang 

didefinisikan sebagai luas permukaan putar, yakni 
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  dxxfxfdsyA
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                                  Δsi   

                         ● 

                               ●     

                              yi      

                x 

 

  Gambar 27 

 

            x 

 

 

   Gambar 28 

 

 

 

Jadi, apabila permukaan itu terbentuk oleh sebuah kurva y = f(x), a ≤ x ≤ b, 

yang diputar mengelilingi sumbu x, maka luas permukaan putar tersebut adalah : 

 

 

 

Contoh  

Tentukan luas permukaan putar apabila kurva  40,  xxy , diputar 

mengelilingi sumbu x (Gambar 5). 
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         y 

 

 

   y = x1/2  

 

          x 

 

Gambar 29 

 

 
Apabila persamaan kurva dalam bentuk parameter x = f(t), y = g(t), a ≤ t ≤ b, 

maka rumus luas permukaan putar adalah 

 
  

 

Latihan Soal 

1. Tentukan luas permukaan yang terbentuk apabila kurva y = 6x, 0 ≤ x ≤ 1 ; 

diputar mengelilingi sumbu x. Kemudian gunakan rumus luas kulit kerucut 

(sisi tegak), yakni A = π r s akan diperoleh hasil yang sama.  

2. Tentukan luas permukaan yang terbentuk apabila kurva   ;25 2xy   

diputar mengelilingi sumbu x. Kemudian gunakan rumus luas permukaan bola 

yang kita pelajari di sekolah lanjutan, yakni  A = 4 π r2 , akan kita dapatkan 

hasil yang sama.  
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    dttgtftfdsxA

b

a

  

**

*

22
)(')(')(22 

Pemutaran Mengelilingi Sumbu Y Sebagaimana langkah pada pemutaran 

mengeliliingi sumbu x, maka dengan bantuan Gambar 30 kita peroleh   

                                 y 

                                                                                    

                                                     xi          ∆si  

                            

                  x 

Gambar 30          

 

Jadi, apabila permukaan itu terbentuk oleh sebuah kurva x = g(y), c ≤ y ≤ d, 

yang diputar mengelilingi sumbu y, maka luas permukaan putar tersebut adalah : 

  dyygygdsxA

d

c

  

**

*

2
)('1)(22   

 

Apabila persamaan kurva dalam bentuk parameter x = f(t), y = g(t), a ≤ t ≤ b, 

maka rumus luas permukaan putar adalah 

 

 

 

Contoh  

1. Tentukan luas permukaan yang terbentuk apabila kurva x = 2y + 1, 0 ≤ x ≤ 

2, diputar mengelilingi sumbu y. 

 
Jawab : 

Dari  x = g(y) = 2y +1  kita peroleh  g’(y) =  2, jadi 
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**

*

2 dsxA 



82 
 

2. Tentukan luas permukaan yang terbentuk apabila kurva ;9 2yx   diputar 

mengelilingi sumbu y. 

Jawab : 

 Dari  ;9 2yx   diperoleh  
29

'
y

y
x


  

 

04,1133612

1232
9

192

0

3

3

3

3

0

2

23

3

2






  






y

dydydy
y

y
yA

 

             y 

 

                 3 

 

 

        x 

 

 

                -3                                  

Gambar 32 

 

 

Latihan Soal 

Tentukan luas permukaan yang terbentuk apabila: a) Kurva yx
2

1
 , 0 ≤ x ≤ 2  

diputar mengelilingi sumbu y, b) Kurva 4x + 3y = 12 ; 0 ≤ x ≤ 3  diputar 

mengelilingi garis x = 3. 
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BAB 4 
INTEGRAL TAK WAJAR 

 

A. Integral Tak Wajar, Batas Tak Terhingga 

Dalam mendefinisikan  
b

a

dxxf )(  , telah diandaikan bahwa selang [a, b] 

terhingga. Walaupun demikian, banyak penerapan integral tentu dalam fisika, 

ekonomi dan teori peluang yang menghendaki a atau b atau keduanya menjadi 

tak terhingga. Oleh karena itu kita harus memberikan arti pada lambang seperti 

berikut ini. 
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1

2

22

,,
1

1
dxexdxxedx

x

xx  

Integral demikian dinamakan integral tak wajar  dengan batas pengintegralan tak 

terhingga. 

 
Satu Batas Tak Terhingga  Grafik f(x) = e-x pada selang (0, ~) tampak pada 

Gambar dibawah ini. Integral  


b

x dxe
0

 mempunyai arti yang jelas bagaimanapun 

besarnya nilai b. Bahkan kita bisa menghitungnya. 

         y 

     1 

               f(x) = e-x 

 

        x 
                            b 

Gambar 1 

Oleh karena  ikanmendefinisdapatkitae b

b
,1)1(lim  


 

     

Definisi  : 
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Apabila limit pada ruas kanan ada dan bernilai terhingga, kita katakan bahwa  

integral tak wajar yang bersangkutan konvergen dan memiliki nilai yang 

terhingga. Jika tidak, maka integral itu disebut divergen.   

 

Contoh  

1. Tentukan jika mungkin,  dxxe x
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Jawab : 
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 Dengan demikian 
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Dikatakan bahwa integral tak-wajar tersebut konvergen dengan nilai 
e2

1
 . 

2. Tentukan jika mungkin,  


0

sin dxx  

Jawab : 

 )cos1(lim)cos(limsinlimsin
000

bxdxxdxx
b

bb

bb






  

 Limit ini tidak ada, jadi dikatakan bahwa integral tak-wajar tersebut 

divergen. 

 

Latihan Soal 
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Kedua Batas Integral Tak Terhingga  Kita mulai dengan definisi berikut. 

Definisi 

           

 

 

 

 
Dalam hal lain integral tersebut divergen. 

 
 
Contoh  

 Hitunglah integral   dx
x

x
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Latihan Soal 
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B. Integral Tak Wajar, Integran Tak Terhingga 

Perhatikan integral berikut 

    ???
2

311

2

11

2

2




 x
dx

x
 

   
       y 
 

 

 

 

 

 
   -2       1       x 
 
 Gambar 2 

 

Jika kita perhatikan secara seksama terhadap Gambar 1, tampaknya ada sesuatu 

yang aneh. Sebab jawaban integral  (jika memang ada) tentunya harus 

merupakan bilangan positif. Dimanakah letak permasalahannya ? 

Untuk mengetahui hal itu, maka kita harus memahami bahwa, agar suatu fungsi 

dapat diintegralkan dalam arti yang biasa, fungsi tersebut harus terbatas. 

Sedangkan fungsi yang grafiknya tampak pada Gambar 1 merupakan fungsi yang 

tak terbatas. Dengan demikian fungsi tersebut tidak dapat diintegralkan dalam 

arti yang biasa. Dikatakan bahwa dxx




1

2

2  adalah integral tak-wajar dengan 

integran tak terhingga atau integral tak terbatas. Dalam pasal ini kita akan 

mendefinisikan dan membahas integral-integral itu. 

 
Integran Yang Tak Terhingga Pada Titik Ujung Suatu Selang.  Kita 

berikan definisi untuk integral yang integrannya menuju tak terhingga di titik 

ujung selang pengintegralan.  
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Definisi 

1.   Andaikan f kontinu pada selang setengah buka [a, b) dan andaikan 

             
  
 
     Maka,   
             
 
 

Asalkan limit ini ada dan terhingga. Dalam hal ini dikatakan bahwa integral 

tersebut konvergen. Dalam  hal  yang  lain disebut divergen. 

 

2. Andaikan f kontinu pada selang setengah buka (a, b] dan andaikan 




)(lim xf
ax

. 

      Maka,   
    

              
 
Asalkan limit ini ada dan terhingga. Dalam hal ini dikatakan  bahwa integral 
tersebut konvergen. Dalam  hal  yang  lain disebut divergen. 

 

Perhatikan arti geometri pada Gambar 2 dan Gambar 3 berikut. 

         y                                                     y    

 

 

                   y = f(x)       y = f(x) 

   

 

 
         a           t   b     x   a   t                      b        x 
             
  Gambar 3     Gambar 4 
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Contoh  

Hitunglah integral tak-wajar   
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dx
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Latihan Soal 
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Integran Yang Tak Terhingga Pada Sebuah Titik Dalam.  Untuk integral 

jenis ini, diberikan sebuah definisi sebagai berikut. 
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Definisi 

 Andaikan f kontinu pada selang [a, b], kecuali di c dengan a<c<b 

 dan andaikan .)(lim 


xf
cx

 Didefinisikan  

     

b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxf )()()(  

 asalkan kedua integral diruas kanan konvergen. Jika tidak, maka 

 Integral tersebut divergen. 

   

Contoh  

1. Buktikan bahwa  dx
x
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1
  divergen. 

Bukti : 

 

 

 

 

  

 
 

2. Hitunglah integral tak wajar   
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  y 
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Gambar 5 

 

 

Latihan Soal 
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C. Soal-soal 

Soal-soal Bab 1  

I. Hitunglah integral tak tentu berikut ini ! 
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II. Hitunglah integral tentu berikut ! 
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III. Tentukan G’(x), jika diketahui G(x) sebagai berikut ! 
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IV. Hitunglah integral – integral berikut ! 
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Soal-soal Bab 2 

I. Hitunglah integral berikut. 
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II. Hitunglah integral berikut. 
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III. Hitunglah integral berikut. 
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IV. Gunakan pengintegralan parsial untuk menghitung integral berikut. 
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V. Gunakan rumus reduksi untuk menghitung integral berikut. 
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VI. Gunakan metode pecahan parsial untuk menghitung integral berikut. 
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Soal-soal Bab 3 

I. Hitunglah luas daerah yang dibatasi oleh kurva berikut. 
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II. Hitunglah volume benda putar yang terbentuk, jika : 

1. Daerah berikut ini diputar dengan sumbu putar sumbu x. 
 

21,0,4.

31,0,.0,4,1,
1

.

0,2,.0,4,.

2

2/3

32

4
1







xdanxantarayxye

xdanxantarayxydyxx
x

yc

yxxybyxxya

 

2. Daerah berikut ini diputar dengan sumbu putar sumbu y. 
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3. Hitunglah volume benda putar yang terbentuk apabila daerah yang 

dibatasi oleh garis y = 4x dan parabola y = 4x2 diputar dengan sumbu 

putar sumbu x.   

 

4. Hitunglah volume benda putar yang terbentuk apabila daerah yang 

dibatasi oleh garis y = 4x dan parabola y = 4x2 diputar dengan sumbu 

putar sumbu y.   

 

5. Hitunglah volume benda putar yang terbentuk apabila daerah dalam 

kuadran pertama yang dibatasi oleh parabola 3x2 – 16y + 48 = 0 dan 

x2 – 16y + 80 = 0 dan sumbu y diputar dengan sumbu putar garis y = 

2.   

 
6. Hitunglah volume benda putar yang terbentuk apabila daerah yang 

dibatasi oleh  y = x1/2 , x=4, y = 0 diputar dengan sumbu putar sumbu 

y. 

 
7. Hitunglah volume benda putar yang terbentuk apabila daerah yang 

dibatasi oleh  y = 4 - x2 (x≥0), x = 0, y = 0 diputar dengan sumbu 

putar garis x=2.  

                                                                         y 

8. Perhatikan daerah pada Gambar disamping.                    y=f(x)              

     Susunlah sebuah integral untuk volume benda            R 

    putar yang terbentuk apabila daerah R diputar 

    dengan sumbu putar :                                                  y=g(x) 

a. Sumbu x        c. Garis x = a 
b. Sumbu y        d. Garis x = b            a   b x       
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III. Hitunglah : 

1. Panjang ruas garis dengan persamaan y = 3x + 5 antara x = 1 dan x = 

4 

2. Panjang ruas garis dengan persamaan 2x – 4y + 6 = 0 antara y = 0 

dan y = 2. 

3. Panjang kurva  y = 2x3/2 antara x = 1/3 dan x = 7  

4. Panjang kurva  y = (4 – x2/3)3/2   antar x = 1 dan x = 8   

5. Panjang kurva  x = t3 ,  y = t2  ; 0 ≤ t ≤ 4 

6. Panjang kurva  x = 3t2 + 2,  y = 2t3 – 1 ; 1 ≤ t ≤ 3 

7. Panjang kurva  x = 3 sin t, y = 3 cos t – 3 ; 0 ≤ t ≤ 2π 

 

D. Hitunglah luas permukaan yang terbentuk, apabila : 

1. Kurva berikut diputar mengelilingi sumbu x.  
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2. Kurva berikut diputar mengelilingi sumbu y 

    
220,1.320,.

10,.20,18.

2

2
12

3





xxydxxyc

yyxbyyxa
 

 

3. Kurva  y = sin x , 0 ≤ x ≤ π, diputar mengelilingi garis y = -1. 

4. Kurva  y = x2 + 2x , 1 ≤ x ≤ 3, diputar mengelilingi garis y = -2. 

5. Kurva  y = sin x,  0 ≤ x ≤ π, diputar mengelilingi garis x = 0. 

6. Kurva  84,4  xxy , diputar mengelilingi garis x = 2. 

7. Kurva  42,2  xxxy , diputar mengelilingi garis x = 2. 

8. Kurva y = x4 +2,  0 ≤ x ≤ 2, diputar mengelilingi garis y = 2. 

9. Kuirva  x = t2, y = sin t, 0 ≤ t ≤ π,  diputar mengelilingi garis y = -1. 

10. Kurva  x = a cos t,  y = a sin t,  0≤ t ≤ ½ π, diputar mengelilingi x = -

a. 
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Soal-soal Bab 4 

 
Hitunglah integral tak wajar berikut ini. 
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